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ВВЕДЕНИЕ 
 

Решение многих задач методами начертательной геометрии, в конечном счете, 
сводится к определению позиционных и метрических характеристик геометрических 
фигур. 

В первой части пособия рассматривались позиционные задачи, касающиеся 
определения положения геометрических фигур или их элементов относительно 
плоскостей проекций или относительно друг друга (в частном случае, их взаимная 
принадлежность). 

Во второй части данного учебного пособия будут рассмотрены метрические задачи, 
позволяющие определить истинные размеры геометрической фигуры или углы и 
расстояния между ее элементами, а также углы или расстояния между различными 
геометрическими объектами. 
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1 Общие сведения о преобразовании ортогональных 
проекций 

Для упрощения графического решения многих метрических задач используют, как 
правило, различные способы преобразования проекций. Суть этих преобразований 
сводится, чаще всего, к приведению исследуемого геометрического объекта из общего 
положения в частное, т.е. наиболее выгодное для достижения поставленной цели. 

Очевидно, что вид проекции геометрического объекта (ее форма и размеры) 
определяется не только формой и размерами проецируемой фигуры, но и зависит от 
взаимного расположения проецируемого объекта и плоскостей проекции. 

Рассмотрим три конгруэнтных треугольника  ∆ܥܤܣ ≅ ଵܥଵܤଵܣ∆ ≅  ,ଶܥଶܤଶܣ∆
расположенных в плоскости α (рисунок 1.1) 
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Рисунок 1.1 – Проекции треугольника в зависимости от положения плоскости α 
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В зависимости от взаимного расположения плоскости α и плоскости проекций 
треугольники могут проецироваться: 

- в виде ∆ܣᇱᇱܤᇱᇱܥᇱᇱ, если плоскость α занимает произвольное положение 
относительно плоскости π2. При этом в метрическом отношении ∆ܣᇱᇱܤᇱᇱܥᇱᇱ не имеет 
ничего общего с ∆ܥܤܣ, т.е. ∆ܥܤܣ ≠  ;ᇱᇱ (рисунок 1.1а)ܥᇱᇱܤᇱᇱܣ∆

- в виде отрезка прямой ܥଵᇱᇱܤଵᇱᇱ, если плоскость α – фронтально проецирующая 
ߙ) ⊥  ;ଶ) (рисунок 1.1б)ߨ

- в виде ∆ܣଶᇱᇱܤଶᇱᇱܥଶᇱᇱ = ߙ т.е. в истинную величину, если плоскость ,ܥܤܣ∆ ∥  ଶߨ
(рисунок 1.1в) 

Таким образом, если например, требуется определить истинные размеры какого-либо 
геометрического объекта, то его целесообразно расположить параллельно плоскости 
проекций. 

Подобное преобразование достигается либо изменением положения геометрического 
объекта по отношению к неизменной системе плоскостей проекции, либо изменяют 
плоскости проекций при неизменном положении геометрического объекта в пространстве. 

В первом случае подобный способ преобразования проекций носит название «метод 
вращения». Во втором случае – «метод перемены плоскостей проекции (ППП)». 

2 Метод вращения 
Сущность метода вращения заключается в изменении положения геометрического 

элемента в пространстве путем его вращения вокруг неподвижной оси при неизменном 
положении плоскостей проекции. 

В общем случае при таком вращении каждая точка вращаемого геометрического 
элемента перемещается в плоскости (плоскости вращения), перпендикулярной этой оси 
вращения. Траекторией вращения является окружность, центр которой находится в точке 
пересечения оси с плоскостью вращения. При этом радиус вращения равен кратчайшему 
расстоянию от вращаемой точки до оси. Точки, расположенные на оси, своего положения 
не изменяют. 

Ось вращения может быть задана или выбрана. Условно выделим три основных 
способа вращения: 

- вокруг оси, перпендикулярной плоскости проекций; 

- вокруг оси, параллельной плоскости проекций; 

- вращение плоскости вокруг одного из ее следов (метод совмещения) 

2.1 Вращение вокруг осей, перпендикулярных плоскостям проекций 
При вращении геометрической фигуры вокруг оси, перпендикулярной плоскости 

проекций, все ее точки перемещаются в пространстве в плоскостях, параллельных 
плоскости проекций. 
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Так, например, при вращении точки ܣ в плоскости α(ߙ ∥  ଶ) (рисунок 2.1) вокругߨ
оси ݈ ⊥  ᇱᇱ перемещается по дуге окружностиܣ ଶ на угол ߮, ее фронтальная проекцияߨ
радиуса ܭᇱᇱܣᇱᇱ =  .ܣ в туже сторону и на тот же угол ߮, что и сама точка ܣܭ
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Рисунок 2.1 – Вращение точки вокруг оси, перпендикулярной плоскости ߨଶ 

Таким образом, если ось вращения точки ܣ перпендикулярна плоскости проекций, то 
траектория движения точки проецируется на эту плоскость без искажения в виде 
окружности (или ее части). Горизонтальная проекция точки ܣᇱ  при этом перемещается по 
прямой, параллельной оси ܱܺ. 

Аналогично, при вращении точки ܤ в плоскости ߚ ∥  ଵ (рисунок 2.2) вокруг осиߨ
݈ ⊥ ее горизонтальная проекция перемещается по дуге (с центром ݇ᇱ ߜ ଵ на уголߨ ∈ ݈ᇱ) 
того же радиуса, в ту же сторону и на тот же угол ߜ что и сама точка ܤ. Фронтальная 
проекция ܤᇱᇱ  при этом перемещается по прямой, параллельной оси ܱܺ. 
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Рисунок 2.2 – Вращение точки вокруг оси, перпендикулярной плоскости ߨଵ 

При вращении отрезка прямой вокруг оси, перпендикулярной плоскости проекций, 
длина проекции отрезка на эту плоскость не изменяется. 

Для вращения отрезка ܤܣ вокруг оси, перпендикулярной плоскости ߨଵ на угол ߮ 
(рисунок 2.3), нужно повернуть на этот угол две его точки (например, концы отрезка 
точки ܣ	и	ܤ). Горизонтальные проекции этих точек перемещаются по дугам окружностей 
на один и тот же угол ߮. Их фронтальные проекции перемещаются по прямым, 
параллельной оси ܱܺ. 
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Рисунок 2.3 – Вращение отрезка вокруг оси, перпендикулярной плоскости ߨଵ, на угол ߮ 

Наиболее часто, при определении истинной длины отрезка, вращение осуществляют 
вокруг оси, пересекающей этот отрезок, так как при этом их точка пересечения остается 
неподвижной. В качестве точки пересечения целесообразно брать один из концов отрезка. 

Пример 1. Методом вращения определить истинную длину отрезка ܣ)ܤܣᇱܤᇱ,  (ᇱᇱܤᇱᇱܣ
прямой общего (рисунок 2.4) 
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Рисунок 2.4 – Отрезок ܤܣ прямой общего положения 

Для решения поставленной задачи необходимо, поворачивая данный отрезок, 
расположить его параллельно какой-либо плоскости проекций. 

Проведем ось вращения ݈(݈ᇱ, ݈ᇱᇱ), перпендикулярную плоскости ߨଵ, через точку 
,ᇱܤ)ܤ  до тех пор, пока он не станет параллелен  ܤܣ ᇱᇱ) и будем поворачивать отрезокܤ
фронтальной плоскости проекций ߨଶ  (рисунок 2.5) 
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Рисунок 2.5 – Определение истинной длины отрезка вращением вокруг оси, 
перпендикулярной плоскости ߨଵ 

При вращении точка ܤᇱ, располагаясь на оси, будет оставаться неподвижной, а точка 
ᇱܤଵᇱܣ ᇱ - перемещаться по дуге окружности до положенияܣ ∥ 0ܺ. При этом сам отрезок ܤܣ 
расположится параллельно плоскости ߨଶ. Следовательно, его новая фронтальная 
проекция ܣଵᇱᇱܤᇱᇱ будет являться истинной длиной, т.е. ܣଵᇱᇱܤᇱᇱ ≡  .∗ܤ∗ܣ

Следует отметить, что при определении истинной длины отрезка одновременно 
определяется и угол наклона этого отрезка к одной из плоскостей проекции. В данном 
примере угол ߮ – угол наклона отрезка ܤܣ к плоскости ߨଵ. Для определения угла наклона 
отрезка прямой линии к плоскости ߨଶ, его следует вращать вокруг оси, перпендикулярной 
к плоскости ߨଶ до тех пор, пока он не расположится параллельно плоскости ߨଵ, т.е. не 
займет положение горизонтальной прямой. 

2.2 Вращение вокруг осей, параллельных плоскостям проекций 
(вращение вокруг линий уровня) 

Метод вращения позволяет перевести плоскости общего положения в частное, т.е. 
расположить их параллельно плоскости проекций. Это является удобным приемом при 
решении метрических задач по определению их параметров (площадей, линейных и 
угловых размеров). В качестве оси вращения целесообразно выбирать либо фронталь, 
либо горизонталь плоскости. 
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Рассмотрим вращение некоторой точки ܣ вокруг произвольной горизонтали ℎ(ℎ ∥  (ଵߨ
(рисунок 2.6) 
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Рисунок 2.6 – Вращение вокруг горизонтали. 

Траекторией перемещения точки ܣ является окружность, расположенная в плоскости 
ߙ) перпендикулярной оси вращения ,ߙ ⊥ ℎ) и, следовательно, горизонтальной плоскости 
проекций ߨଵ. Центр окружности 0 расположен в точке пересечения оси вращения ℎ с 
плоскостью ߙ(ܱ = ℎ ∩  ᇱ перемещаетсяܣ При этом горизонтальная проекция точки .(ߙ
по прямой, перпендикулярной к ГПГ ℎᇱ, совпадающий со следом ℎఈᇱ . 

Когда точка ܣ, вращаясь вокруг оси ℎ, совместится с плоскостью, параллельной 
плоскости проекций ߨଵ, радиус вращения этой точки ܴ =  займет горизонтальное ܣܱ
положение и проецируется на плоскость ߨଵбез искажения: ܱᇱܣଵᇱ = ଵܣܱ = ܴ∗ 

Рассмотрим на эпюре вращение точки ܣ)ܣᇱ,  ᇱᇱ) вокруг горизонтальной оси ℎ. Будемܣ
считать заданными положение точки	ܣ)ܣᇱ, ,ᇱᇱ) и горизонтали ℎ(ℎᇱܣ ℎᇱᇱ) (рисунок 2.7) 
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Рисунок 2.7 – Определение истинной величины радиуса вращения точки вокруг 
горизонтали 

Выше отмечалось, что горизонтальная проекция точки ܣᇱ при вращении вокруг 
горизонтали перемещается по прямой, перпендикулярной к ГПГ ℎᇱ и совпадающей со 
следом плоскости вращения ℎఈᇱ  (рисунок 2.6). Поэтому из точки ܣᇱ восстановим 
перпендикуляр ℎఈᇱ  к ГПГ ℎᇱ (ℎఈᇱ ⊥ ℎᇱ) и вместе их пересечения отметим точку ܱᇱ, 
являющуюся горизонтальной проекцией центра вращения (ܱᇱ = ℎᇱ ∩ ℎఈᇱ ). 
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Фронтальная проекция центра ܱᇱᇱ располагается в проекционной связи на ФПГ ℎᇱᇱ 
(ܱᇱᇱ ∈ ℎᇱᇱ). Имея две проекции радиуса вращения ܱܣ(ܱᇱܣᇱ, ܱᇱᇱܣᇱᇱ) нетрудно определить 
его истинную величину. Выполнить это можно, например, используя метод 
прямоугольного треугольника (часть1, раздел 4.2.2). Проведя представленные на рисунке 
2.7 построения, получим истинную величину радиуса вращения ܴ∗. 

При переносе этого значения на горизонтальную проекцию траектории перемещения 
точки ܣ отметим ее новое положение ܣଵᇱ  после поворота. Фронтальная проекция ܣଵᇱᇱ 
расположена в проекционной связи на ФПГ ℎᇱᇱ. Таким образом определено новое 
положение точки ܣଵ(ܣଵᇱ ,  ଵᇱᇱ) после ее поворота до плоскости, параллельной плоскостиܣ
проекций ߨଵ. 

Аналогичным образом можно выполнить вращение точки ܤ вокруг фронтальной оси 
(рисунок 2.8) 
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Рисунок 2.8 – Определение истинной длины радиуса вращения точки вокруг фронтальной 
оси 

При вращении точки вокруг фронтали вертикальная проекция точки перемещается по 
прямой, перпендикулярной к ФПФ ݂ᇱᇱ. Когда точка расположится в плоскости, 
параллельной плоскости ߨଶ и проходящей через фронталь, вертикальная проекция точки 
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 ଵᇱᇱ будет находиться на упомянутом перпендикуляре на расстоянии от ФПФ, равномܤ
истинной длине радиуса вращения, т.е. ܴ∗ = ܱᇱᇱܤଵᇱᇱ = ܱᇱᇱܤ∗. 

Рассмотрим задачу по определению истинной величины плоской фигуры вращением 
вокруг оси, параллельной плоскости проекций. 

Пример 2.2 Определить истинную величину треугольника ܣ)ܥܤܣᇱܤᇱܥᇱ,  (ᇱᇱܥᇱᇱܤᇱᇱܣ
вращением вокруг горизонтали (рисунок 2.9). 
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Рисунок 2.9 – Определение истинной величины треугольника вращение вокруг 
горизонтали 

Для решения задачи построим в треугольнике горизонталь ℎ(ℎᇱ, ℎᇱᇱ), проходящую через 
одну из его вершин, например, вершину ܥ)ܥᇱ,  не будет ܥ ᇱᇱ). В этом случае точкаܥ
изменять своего положения при вращении, т.к. находится на оси вращения, т.е. ܥ∗ ≡  .ܥ

Вращение будет осуществляться до тех пор, пока плоскость треугольника не займет 
положение, параллельное горизонтальной плоскости проекций ߨଵ. При этом новая 
фронтальная проекция треугольника ܥܤܣ совпадет с фронтальной проекцией горизонтали 
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((на рисунке 2.9) не показана). Построим новую горизонтальную проекцию треугольника, 
равную его истинной величине ܥ∗ܤ∗ܣ∗. 

С этой целью проведем ФПГ ܥᇱᇱ1ᇱᇱ ∥ ܱܺ и в проекционной связи построим ГПГ ܥᇱ1ᇱ. 
Центр вращения ܱ(ܱᇱ, ܱᇱᇱ) точки ܤ)ܤᇱ,  ᇱ наܤ ᇱᇱ) найдем, опустив перпендикуляр из точкиܤ
ГПГ (ܤᇱܱᇱ ⊥  ᇱ1ᇱ). Этот перпендикуляр определяет горизонтальную проекциюܥ
траектории перемещения точки ܤ при вращении. Истинную величину радиуса вращения 
ܴ∗ найдем методом треугольника, откладывая на перпендикуляре к ܤᇱܱᇱ алгебраическую 
разность ∆ܼ- расстояние от точки ܤᇱᇱ до фронтальной проекции горизонтали ℎᇱᇱ. 

Полученный радиус ܴ∗ перенесем на траекторию перемещения точки ܤᇱ, т.е. на 
продолжение отрезка ܤᇱܱᇱ. Полученная точка ܤ∗ является новой горизонтальной 
проекцией вершины ܤ треугольника. 

Для нахождения нового положения вершины ܣ ≡  можно либо выполнить ∗ܣ
построения аналогичные тем, что проводились для вершины ܤ, либо провести прямую из 
точки ܤ∗ через неподвижную точку 1ᇱ до пересечения с перпендикуляром, опущенным из 
точки ܣᇱ на ГПГ ܥᇱ1ᇱ. С учетом неизменности положения вершины ܥ ≡  можно ,∗ܥ
утверждать, что ∆ܥ∗ܤ∗ܣ∗ есть истинная величина заданного треугольника. 

2.3 Вращение плоскости вокруг одного из следов. Метод 
совмещения 

Сущность метода совмещения заключается в том, что заданную плоскость совмещают с 
плоскостью проекций. При этом геометрические элементы, расположенные в заданной 
плоскости, изображаются на упомянутой плоскости проекций в истинную величину и 
сохраняют взаимное расположение. 

Метод совмещения предусматривает решение двух типов задач: 

- определение истинных размеров геометрических элементов, расположенных в 
заданной плоскости, по их прямоугольным проекциям; 

- построение прямоугольных проекций геометрических элементов, 
расположенных в заданной плоскости, по их размерам и форме; 

Метод совмещения применим лишь в случае, если плоскость задана следами. 
Преобразование проекций методом совмещения можно уяснить из следующих 

рассуждений. Плоскость общего положения ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂
′′ ) вращается вокруг следа ℎఈᇱ  до 

совпадения с горизонтальной плоскостью проекций ߨଵ (рисунок 2.10) 
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Рисунок 2.10 – Построение совмещенного положения и произвольной плоскости 

При этом преобразовании след ℎఈᇱ , как ось вращения останется на месте. Поэтому для 
нахождения совмещенного положения плоскости ߙଵ достаточно найти совмещенное 
положение только одной, принадлежащей ей точки (не лежащей на следе ℎఈᇱ ). В качестве 
такой точки (для упрощения геометрических построений) целесообразно взять точку 
ܰ(ܰᇱ, ܰᇱᇱ), принадлежащую фронтальному следу (ܰ ∈ ݂ఈ

ᇱᇱ ). 
Точка ܰ(ܰᇱ, ܰᇱᇱ) при вращении вокруг оси ℎఈᇱ  будет перемещаться по другой 

окружности, принадлежащей плоскости ߚ(ℎఉᇱᇱ , ݂ఉ
ᇱᇱ ), перпендикулярной к оси вращения. 

При этом траекторией перемещения проекции ܰᇱ будет прямая линия, также 
перпендикулярная этой оси вращения. 

Положение нового фронтального следа ݂ఈଵ
ᇱᇱ  при совмещенном положении плоскости 

ܴ ଵ можно найти, определив точку ଵܰ пересечения дуги радиусаߙ = ܺఈܰᇱᇱ с 
продолжением прямой ܰᇱܱᇱ ⊥ ℎఈᇱ . 

При совмещении плоскости общего положения ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂
′′ ) с плоскостью ߨଵ(рисунок 

2.11), совмещенное положение точки ܣଵ, расположенной в плоскости ߙ, будет находиться 
на продолжении перпендикуляра, опущенного из горизонтальной проекции ܣᇱ на след 
ℎఈᇱ , на расстоянии от последнего равном длине радиуса вращения точки (ܴ =  (ܣܭ
(рисунок 2.11). 
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Рисунок 2.11 – Построение совмещенного положения плоскости ߙ и расположенной в 
ней точки ܣ 

Радиус вращения ܣܭ можно найти как гипотенузу прямоугольного треугольника ܣܭܣᇱ, 
катетами которого являются: расстояние ܣᇱܭ от горизонтальной проекции ܣᇱ до следа ℎఈᇱ  
и координата ܼ совмещаемой точки ܣ. На эпюре выглядит следующим образом (рисунок 
2.12): 
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Рисунок 2.12 – Построение совмещенного положения точки с использованием метода 
треугольника 
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Совмещенное положение ܣଵ произвольной точки ܣ, лежащей в плоскости ߙ, можно 
также найти, построив предварительно совмещенное положение ଵܰ фронтального следа 
ܰ(ܰᇱ, ܰᇱᇱ) горизонтали ℎ(ℎᇱ, ℎᇱᇱ), которой принадлежит точка ܣ (рисунок 2.13): 
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Рисунок 2.13 – Построение совмещенного положения произвольной точки при  
совмещении линии уровня плоскости 

Горизонталь ℎ в совмещенном положении ℎଵ пройдет через точку ଵܰ параллельно оси 
вращения ℎఈᇱ . Совмещенное положение ܣଵ  точки ܣ будет принадлежать совмещенному 
положению ℎଵ этой горизонтали (ܣ ∈ ℎ ⟹ ଵܣ ∈ ℎଵ). 

Как отмечалось ранее, траектория движения точки ܣ в пространстве при вращении 
вокруг оси ℎఈᇱ  проецируется на плоскость ߨଵв прямую, перпендикулярную оси вращения 
ଵܣᇱܣ) ⊥ ℎఈᇱ ). Поэтому совмещенное положение точки ܣଵ может быть определено как 
точка пересечения горизонтали ℎଵ и горизонтальной проекции траектории движения 
точки ܣ :ܣଵ = ℎଵ ∩  .ଵܣᇱܣ

Проведя подобные построения для всех характерных точек геометрического объекта, 
можно определить все его метрические характеристики (периметр, площадь, углы и т.д.). 

3 Метод перемены плоскостей проекции (ППП) 
В рассмотренных ранее способах преобразования проекций геометрический объект 

изменял свое положение относительно неподвижной системы плоскостей проекции. 
Метод перемены плоскостей проекций заключается в выборе новой плоскости 

проекций. При этом геометрический объект остается неизменным. 
При выборе нового положения плоскости проекций следует соблюдать основной 

принцип ортогонального проецирования, т.е. новая плоскость должна располагаться 
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перпендикулярно одной из основных исходных плоскостей проекции ߨଵ, ,ଶߨ  ଷ. Приߨ
этом необходимо руководствоваться тем, чтобы по отношению к новой плоскости 
проецируемая фигура занимала частное положение, обеспечивающее получение 
проекций, наиболее удобных для решения поставленной задачи. 

Систему плоскостей проекции будем обозначать как совокупность оси и плоскостей, 
которые ее образуют. Исходная плоскость проекции обозначается ܺ గమ

గభ
, а вновь введенная 

ଵܺ
గభ
గర

. 

Проекции точек на новую плоскость будем обозначать ܸܫܣ, ,ܸܫܤ  условимся, что) …ܸܫܥ
новы фронтальные плоскости проекций будем обозначать четными числами, а новые 
горизонтальные нечетными). 

На рисунке 3.1 показан принцип перемены плоскостей проекции. 
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Рисунок 3.1 – Замена фронтальной плоскости ߨଶ на новую плоскость ߨସ ⊥  .ଵߨ

При замене плоскости ߨଶ на новую фронтальную плоскость ߨସ, перпендикулярную 
горизонтальной плоскости проекций ߨଵ, координата ܼ проецируемой точки ܣ остается 
неизменной: ܼ = ᇱܣܣ = ௫ܣᇱᇱܣ =  .௫ଵܣܸܫܣ

Чтобы перейти от аксонометрического изображения к эпюру, необходимо совместить 
плоскость ߨସ с плоскостью ߨଵ, вращая ее вокруг оси ଵܺ на угол 90°. Поворот следует 
выполнять так, чтобы новые проекции не накладывались на старые. 

Нетрудно заметить, что при этом горизонтальная проекция точки ܣᇱ и новая 
фронтальная проекция точки ܸܫܣ расположатся на одном перпендикуляре к оси ଵܺ, т.е. 
будут находиться в проекционной связи в системе ଵܺ

గభ
గర

 . 

Таким образом, для того чтобы по заданным проекциям точки ܣ)ܣᇱ,  ᇱᇱ) построитьܣ
новую фронтальную проекцию ܸܫܣ необходимо из горизонтальной проекции точки ܣᇱ 
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провести перпендикуляр к оси ଵܺ и на нем отложить от этой оси с учетом знака 
неизменную координату ܼ (рисунок 3.2): 
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Рисунок 3.2 – Эпюр точки ܣ с учетом перемены фронтальной плоскости проекций 

Аналогичные преобразования можно проводить, вводя новую горизонтальную 
плоскость проекции ߨହ, перпендикулярную исходной плоскости ߨଶ. 

Для построения новой горизонтальной проекции точки ܸܤ при заданном эпюре точки 
,ᇱܤ)ܤ  ᇱᇱ провестиܤ ᇱᇱ) и новой выбранной оси ଵܺ следует из фронтальной проекции точкиܤ
перпендикуляр к оси ଵܺ и на нем отложить от этой оси неизменную координату ܻ, взятую 
из системы ܺ గమ

గభ
 (рисунок 3.3): 
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Рисунок 3.3 – Эпюр точки ܤ с учетом перемены горизонтальной плоскости проекций 

Последовательную перемену плоскостей проекции можно проводить столько раз, 
сколько требуется для решения поставленной задачи. 

Рассмотрим пример построения новых проекций точки при последовательной перемене 
двух плоскостей проекции. 
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Пример 3.1 При заданном положении точки ܣ)ܣᇱ, ܺ ᇱᇱ) в системеܣ గమ
గభ

 требуется 

последовательно заменить плоскость ߨଶ на новую фронтальную плоскость ߨସ, а затем 
плоскость ߨଵ- на новую горизонтальную плоскость ߨହ. Плоскости ߨସ и ߨହ должны 
образовать новую систему плоскостей проекций ܺଶ

గర
గఱ

. 

Для решения задачи вначале проведем ось ଵܺ, образующую систему ଵܺ
గభ
గర

  (рисунок 

3.4): 
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Рисунок 3.4 – Последовательная перемена двух плоскостей проекции 
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На перпендикуляре, опущенном из точки ܣᇱ на ось ଵܺ, отложим от этой оси 
неизменную координату ܼ = ᇱᇱ. При этом в системе ଵܺܣ௫ܣ

గభ
గర

 получим новую 

фронтальную проекцию ܸܫܣ. В этой системе плоскостей проекции координата ܻ равна 
отрезку ܣଵܣᇱ( ܻ = ᇱ), а координата ܼܣଵܣ =  ଵ в этойߨ Далее заменим плоскость .ܸܫܣଵܣ
системе на новую плоскость ߨହ, перпендикулярную плоскости ߨସ(ߨହ ⊥  ସ). С этойߨ
целью проведем ось ܺଶ и во вновь образованной системе ܺଶ

గర
గఱ

 построим новую 

горизонтальную  проекцию ܸܣ. На перпендикуляре, опущенном из точки ܸܫܣ на ось ܺଶ 
отложим неизменную координату ܻ = ᇱ, взятую из системы ଵܺܣଵܣ

గభ
గర

. Полученная при 

этом точка ܸܣ есть новая горизонтальная проекция точки ܣ при двукратной 
последовательной перемене плоскостей проекции. 

Следует отметить, что при многократной перемене плоскостей проекций для 
построения новых проекций точек значение неизменной координаты следует брать только 
из непосредственно предыдущей системы плоскостей проекции. 

3.1 Определение истинной длины отрезка методом ППП 
Решение задачи по определению истинной длины отрезка прямой общего положения 

методом ППП предусматривает проецирование прямой на новую плоскость проекции, 
параллельную этой прямой. 

Спроецируем заданный отрезок ܣ)ܤܣᇱܤᇱ,  ᇱᇱ) прямой общего положения (рисунокܤᇱᇱܣ
3.5) на новую плоскость проекции ߨସ, параллельную ему и перпендикулярную плоскости 
ଵ. С этой целью проведем новую ось ଵܺߨ ∥ ᇱ, чтобы в системе ଵܺܤᇱܣ

గభ
గర

 заданный 

отрезок занял положение фронтальной прямой (напомним, что у фронтальной прямой 
ГПФ всегда параллельна оси). 
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Рисунок 3.5 – Определение истинной длины отрезка прямой общего положения 
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Новые фронтальные проекции точек ܣ	и	ܤ в системе ଵܺ
గభ
గర

 найдем, откладывая на 

перпендикулярах опущенных из точек  ܣᇱ	и	ܤᇱ на ось ଵܺ, отрезки ܣଵܸܫܣ = ᇱᇱܣܣ = ܼ и 
ܸܫܤଵܤ = ᇱᇱܤܤ = ܼ, характеризующие неизменные координаты ܼ концов заданного 
отрезка. 

Проекция ܸܫܤܸܫܣ = является истинной длиной отрезка т.к. в системе ଵܺ ∗ܤ∗ܣ
గభ
గర

 отрезок 

 . ସߨ расположен параллельно плоскости ܤܣ

Следует помнить, что если концы заданного отрезка имеют разные по знаку 
координаты, то значения этих координат откладываются в противоположенные стороны 
по отношению к новой оси координат. 

В случае, если отрезок ܤܣ требуется расположить перпендикулярно плоскости 
проекций, то задачу решают последовательной переменой двух плоскостей проекции. 
Сначала заданную прямую проецируют на плоскость, параллельную этой прямой в 
системе ଵܺ

గభ
గర

, а затем – на плоскость, перпендикулярную к этой прямой и к предыдущей 

плоскости проекций в системе ܺଶ
గర
గఱ

 (рисунок 3.6): 
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Рисунок 3.6 – Проецирование отрезка прямой общего положения на перпендикулярную 
ему плоскость 
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3.2 Построение новых проекций плоскости общего положения 
методом ППП 

Рассмотрим порядок построения новых следов плоскости при изменении положения 
одной из плоскостей проекции. 

Пусть дано аксонометрическое изображение плоскости общего положения ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂
′′ ) 

(рисунок 3.7): 
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Рисунок 3.7 – Построение нового следа заданной плоскости при перемене фронтальной 
плоскости проекций 

Введем на чертеже новую фронтальную плоскость проекции ߨସ, перпендикулярную 
плоскости ߨଵ(ߨସ ⊥ ଵ). Ее горизонтальный след будет новой остью ଵܺ. В системе ଵܺߨ

గభ
గర

 

след ℎఈᇱ  сохранится прежним. Новым фронтальным следом плоскости ߙ будет линия 
пересечения плоскостей ߙ и ߨସ. Изображение этого следа ݂ఈ

 получим, соединяя прямой ܸܫ
линией точки пересечения одноименных следов данных плоскостей (точки ଵܺఈ 	и		ܰ). 
Точка ଵܺఈ – новая точка схода следов плоскости ߙ в системе ଵܺ

గభ
గర

. 

На рисунке 3.8 показано построение нового фронтального следа плоскости ߙ в 
ортогональной системе координат. С этой целью проведем произвольную ось ଵܺ. Новую 
точку схода следов плоскости ߙ в системе ଵܺ

గభ
గర

 имеем в пересечении следа ℎఈᇱ  с осью 

ଵܺ. Вторую точку ܸܰܫ следа ݂ఈ
 найдем, построив новую фронтальную проекцию точки ܸܫ

ܰ пересечения фронтальных следов плоскостей ߙ и ߨସ (рисунок 3.7). Ее горизонтальная 
проекция ܰᇱ расположена в точке пересечения осей ଵܺ и ܱܺ, а фронтальная проекция ܰᇱᇱ 
- в пересечении перпендикуляра, восстановленного из точки ܰᇱ к оси ܱܺ, со следом ݂ఈ

ᇱᇱ . 



 
 

23 
 

Новую фронтальную проекцию ܸܰܫ найдем, отложив на перпендикуляре к оси ଵܺ, 
восстановленном из точки ܰᇱ, значение неизменной координаты ܼே. 

Прямая, проведенная из точки ଵܺఈ через точку ܸܰܫ, будет новым фронтальным следом 
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Рисунок 3.8 – Эпюр следов плоскости при изменении положения фронтальной 
плоскости 

3.2.1 Преобразование плоскости общего положения в частное 
методом перемены плоскостей проекций 

Для облегчения решения многих метрических задач часто плоскость общего положения 
целесообразно преобразовать в частное, то есть сделать ее проецирующей. 

На рисунке 3.9 показано преобразование произвольно расположенной плоскости ߙ во 
фронтально-проецирующую плоскость. 

Известно (часть1, раздел 5.6.1.2), что горизонтальный след фронтально-проецирующей 
плоскости перпендикулярен оси ܱܺ. 

Следовательно, чтобы плоскость ߙ заняла фронтально-проецирующее положение, 
необходимо новую ось ଵܺ провести перпендикулярно горизонтальному следу ℎఈᇱ . Через 
точку пересечения ଵܺఈ = ℎைఈᇱ ∩ ଵܺ пройдет искомый след ݂ఈ

 Для определения его .ܸܫ
направления достаточно найти еще одну точку, принадлежащую этому следу. В качестве 
такой точки можно взять произвольную точку ܰ ∈ ᇱᇱܰ)ߙ ∈, ݂ఈ

ᇱᇱ ) и построить ее 
фронтальную проекцию ܸܰܫ на новой плоскости ߨସ с учетом неизменности координаты 
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ܼே. Через точки ܺఈ  и ܸܰܫ строим новый фронтальный след ݂ఈ
 Таким образом, в системе .ܸܫ

ଵܺ
గభ
గర

 плоскость ߙ заняла положение фронтально-проецирующей плоскости. 
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Рисунок 3.9 – Преобразование плоскости общего положения во фронтально-
проецирующую. 

На рисунке 3.10 показано преобразование плоскости общего положения в 
горизонтально-проецирующую плоскость, у которой фронтальный след перпендикулярен 
оси ଵܺ. Новый горизонтальный след ℎఈܸ  построен с учетом неизменности координаты ܻ 
любой точки этой плоскости (в том числе и находящейся следе ℎఈᇱ ) при проецировании 
на новую горизонтальную плоскость ߨହ ⊥  .ଶߨ

X
1

0
π2
π1

π
2

π
5

X

h
V

oα

M
I

M
II

M
V

xα

x1α

h
I

0α

f
II

0α

Y M

X
1

0X

h
V

oα
M

V

h
I

0α

Y M

 

Рисунок 3.10 – Преобразование плоскости общего положения в горизонтально-
проецирующую 
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Рассмотрим на примере целесообразность преобразования плоскости общего 
положения в частное методом перемены плоскостей проекции. 

Пример 3 Построить проекции линии пересечения плоскости ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂
′′ ) с плоскостью 

треугольника ܣ)ܥܤܣᇱܤᇱܥᇱ,  :ᇱᇱ) (рисунок 3.11)ܥᇱᇱܤᇱᇱܣ
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Рисунок 3.11 – Задание к примеру 3 

В данной задаче плоскость ߙ является плоскостью общего положения со 
сливающимися следами. Проекции линии пересечения этой плоскости с плоскостью 
треугольника можно определить сразу, если плоскость ߙ преобразовать в проецирующую, 
например, фронтально-проецирующую. С этой целью новую ось ଵܺ проводим 
перпендикулярно следу ℎఈᇱ ( ଵܺℎఈᇱ ). С учетом неизменности координаты ܼே произвольной 
точки ܰ ∈ ᇱᇱܰ)ߙ ∈ ை݂ఈ

ᇱᇱ ) строим новый фронтальный след плоскости ݂ఈ
в системе ଵܺ ܸܫ

గభ
గర

. 

Он пройдет через точки ଵܺఈ 	и	ܸܰܫ. 
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Рисунок 3.12 – Построение проекций линии пересечения плоскости общего положения 
с плоской фигурой методом ППП. 

В этой же системе ଵܺ
గభ
గర

 строим новую фронтальную проекцию треугольника ܸܫܥܸܫܤܸܫܣ, 

проводя линии проекционной связи из точек ܣᇱܤᇱܥᇱ относительно оси ଵܺ и откладывая на 
них значения ܼ, ܼ , 	и	ܼ, измеренные на фронтальных проекциях точек ܣᇱᇱܤᇱᇱܥᇱᇱ. 

С учетом основного свойства фронтально-проецирующей плоскости (часть1, раздел 
5.6.1.2) утверждаем, что отрезок ܸܫܮܸܫܭ является фронтальной проекцией линии 
пересечения заданных плоскостей. 
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Соблюдая проекционные связи относительно соответствующих осей координат, можно 
построить проекции линии пересечения в исходной системе плоскостей проекции ܺ గమ

గభ
−

 .ᇱᇱܮᇱᇱܭ	и	ᇱܮᇱܭ

3.2.2 Определение истинной величины плоской фигуры методом ППП 
Если плоская фигура расположена в плоскости общего положения, то также 

целесообразно использовать метод перемены плоскостей проекции для проведения этой 
фигуры в частное положение, например, при определении ее метрических параметров 
(площади, периметра, углов и т.д.). 

Рассмотрим это на примере. 
Пример 4 Определить истинную величину треугольника ܣ)ܥܤܣᇱܤᇱܥᇱ,  (ᇱᇱܥᇱᇱܤᇱᇱܣ

(рисунок 3.13): 
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Рисунок 3.13 – Определение истинной величины плоской фигуры методом ППП 
 

Задача решается двумя последовательными переменами плоскостей проекции. В начале 
вводим новую фронтальную плоскость ߨସ, которая будет одновременно перпендикулярна 
и плоскости ߨଵ(ߨସ ⊥ ସߨ) ଵ) и плоскости заданного треугольникаߨ ⊥  При этом .(ܥܤܣ∆
образуется система плоскостей проекции ଵܺ

గభ
గర

. С этой целью проводим в треугольнике 

горизонталь ℎ(ℎᇱ, ℎᇱᇱ), например, через точку ܣ)ܣᇱ, ᇱᇱ1ᇱᇱܣ ᇱᇱ), т.е. вначале строимܣ ∥ ܱܺ, а 
затем в проекционной связи - ܣᇱ1ᇱ. Плоскость ߨସ располагаем перпендикулярно 
горизонтали, т.е. проводим новую ось ଵܺ перпендикулярно горизонтальной проекции 
горизонтали ( ଵܺ ⊥ ℎᇱ). При таком положении плоскости ߨସ треугольник ܥܤܣ становится 
проецирующим, поэтому проецируется на нее в виде прямой линии. Построение проекции 
 ᇱ относительно оси ଵܺ с учетомܥᇱܤᇱܣ проводится в проекционной связи с ܸܫܥܸܫܤܸܫܣ
неизменности координат ܼ вершин заданного треугольника, измеренных на плоскости ߨଶ 
в системе ܺ గమ

గభ
. 
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Поскольку в системе ଵܺ
గభ
గర

 плоскость треугольника ܥܤܣ стала проецирующей, то 

следующую новую плоскость проекции ߨହ расположим параллельно плоскости 
треугольника (ߨହ ∥  На .ܸܫܥܸܫܤܸܫܣ При этом ось ܺଶ пройдет параллельно проекции .(ܥܤܣ∆
плоскость ߨହ треугольник с проецируется в виде ܸܫܥܸܫܤܸܫܣ ≡  Эта проекция .∗ܥ∗ܤ∗ܣ
построена в проекционной связи с ܸܫܥܸܫܤܸܫܣ относительно оси ܺଶ с учетом неизменности 
координат ܻ вершин треугольника, измеренных на плоскости ߨଵ в предыдущей системе 
плоскостей проекции ଵܺ

గభ
గర

. 

Таким образом, заданный треугольник с проецировался на параллельную ему 
плоскость ߨହ в виде ܥ∗ܤ∗ܣ∗, т.е. без искажения. 

В общем случае алгоритм решения задач по определению истинной величины плоской 
фигуры методом перемены плоскостей проекции выглядит следующим образом: 

- в заданной фигуре провести горизонталь или фронталь; 
- первой переменой новую плоскость проекции расположить перпендикулярно 

построенной горизонтали или фронтали. С этой целью провести ось ଵܺ 
перпендикулярно ГПГ или ФПФ. Фигура при этом спроецируется на новую 
плоскость в виде прямой линии, т.е. станет проецирующей. 

- вторую новую плоскость проекции расположить параллельно фигуре, т.е. 
провести ܺଶ параллельно прямой линии, в которую предварительно 
спроецировалась фигура. В результате на вторую новую плоскость проекции 
заданная фигура проецируется без искажения, т.е. в истинную величину. 

3.3 Определение кратчайших расстояний между геометрическими 
элементами 

Рассмотрим последовательно следующие задачи по определению кратчайших 
расстояний: 

1 Расстояние между двумя точками 

2 Расстояние от точки до прямой 

3 Расстояние между двумя параллельными прямыми 

4 Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми 

5 Расстояние от точки до плоскости 

6 Расстояние от прямой до параллельной ей плоскости 

7 Расстояние между двумя параллельными плоскостями 

3.3.1 Расстояние между двумя точками 
Расстояние между двумя точками определяется длиной отрезка прямой линии, 

соединяющей эти точки. Построение истинной длины отрезка методом перемены 
плоскостей проекции достаточно подробно рассмотрено в разделе 3.1. Напомним лишь, 
что новая плоскость проекции располагается параллельно заданному отрезку, т.е. отрезок 
проводят в положение либо фронтали, либо горизонтали. 
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3.3.2 Расстояние от точки до прямой 
Расстояние от точки до прямой определяется длиной перпендикуляра, опущенного из 

этой точки на прямую. Для нахождения истинной величины этого перпендикуляра его 
следует расположить параллельно плоскости проекции. Необходимо, чтобы заданная 
прямая при этом заняла положение проецирующей прямой, т.е. с проецировалась на 
плоскость в виде точки. 

На рисунке 3.14 показана истинная величина расстояния ܭ∗ܣ∗ от точки ܣ)ܣᇱ,  ᇱᇱ) доܣ
прямой ܤ)ܥܤᇱܥᇱ,  ᇱᇱ) в случае, если эта прямая исходно занимала проецирующееܥᇱᇱܤ
положение относительно плоскости ߨଵ(ܥܤ ⊥  .(ଵߨ
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Рисунок 3.14 – Определение кратчайшего расстояния от точки до проецирующей прямой 

 

Поскольку прямая ܤ)ܥܤᇱܥᇱ,  ଵ, то перпендикуляр кߨ ᇱᇱ) перпендикулярна плоскостиܥᇱᇱܤ
ней ܭܣ будет параллелен этой плоскости проекций и с проецируется на нее без искажения 
ᇱܭᇱܣ) ≡  .(∗ܭ∗ܣ

Если же прямая изначально занимает общее положение, то ее необходимо 
предварительно привести в положение, перпендикулярное плоскости проекций (раздел 
3.1, рисунок 3.5). 

На рисунке 3.15 представлена последовательность операций по трансформации 
прямой ܤ)ܥܤᇱܥᇱ,  ܸܫܥܸܫܤ) ᇱᇱ) из общего положения в начале в линию уровняܥᇱᇱܤ
фронтальная проекция фронтали) в системе ଵܺ

గభ
గర

, а затем в проецирующую прямую ܸܥܸܤ 

в системе ܺଶ
గర
గఱ

 . Одновременно в этих же системах плоскостей проекции отмечалось 

положение точки ܣ(прекция ܸܫܣ в системе ଵܺ
గభ
గర

 и ܸܣ в системе ܺଶ
గర
గఱ

). Построенный 

отрезок ܸܭܸܣпредставляет собой истинную длину перпендикуляра, опущенного из точки 
ܸܭܸܣ)ܥܤ на прямую ܣ ≡  занимает положение, параллельное ܭܣ поскольку прямая (∗ܭ∗ܣ
плоскости ߨହ, т.е. является горизонтальной прямой в системе ܺଶ

గర
గఱ

. 
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Рисунок 3.15 – Определение кратчайшего расстояния от точки до прямой общего 

положения 
 

Поскольку отрезок ܸܭܸܣ является горизонтальной проекцией горизонтали, то 
фронтальная проекция горизонтали  ܸܫܭܸܫܣ пройдет параллельно оси ܺଶ (ܸܫܭܸܫܣ ∥ ܺଶ) или, 
что тоже самое ܸܫܭܸܫܣ ⊥  ,ܺ	Соблюдая проекционные связи относительно осей ଵܺи .ܸܫܥܸܫܤ
нетрудно получить соответствующие проекции кратчайшего расстояния ܣᇱܭᇱ и ܣᇱᇱܭᇱᇱ  в 
исходной системе ܺ గమ

గభ
. 

3.3.3 Расстояние между двумя параллельными прямыми 
Расстояние между двумя параллельными прямыми измеряется длиной 

перпендикуляра, опущенного из произвольной точки одной прямой на другую прямую. 
Фактически решение такой задачи сводится к определению расстояния от точки до 
прямой, рассмотренному в предыдущем разделе 3.3.2. 

В связи с этим, не вдаваясь в описание последовательности действий, представим 
лишь графическое решение задачи по определению кратчайшего расстояния 
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,ᇱܮᇱܭ)ܮܭ ,ᇱܤᇱܣ)ܤܣ ᇱᇱ) между параллельными прямымиܮᇱᇱܭ ,ᇱܦᇱܥ)ܦܥ ᇱᇱ) иܤᇱᇱܣ  .(ᇱᇱܦᇱᇱܥ
Следует отметить, что в данном случае обе прямые методом перемены плоскостей 
проекции приводят в проецирующее положение (рисунок 3.16): 
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Рисунок 3.16 – Определение кратчайшего расстояния между параллельными прямыми 
 

При решении задачи проекция ܸܫܮܸܫܭ проводилась параллельно оси ܺଶ из точки, 
произвольно взятой н ܸܫܤܸܫܣ. При соблюдении проекционных связей относительно осей 
ଵܺ и ܺ получены проекции кратчайшего расстояния ܭᇱܮᇱ	и	ܭᇱᇱܮᇱᇱ соответственно. 

3.3.4 Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми 
Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми определяется длиной отрезка 

ܮܭ)	ܾ	и	перпендикулярного обеим прямым ܽ ,(рисунок 3.17) ܮܭ ⊥ ܮܭ,ܽ ⊥ ܾ). 
Если одна из прямых перпендикулярна плоскости проекций (ܾ ⊥  ଵ), то перпендикуляр кߨ
ней будет параллелен этой плоскости (ܮܭ ∥  ଵ) и спроецируется на нее без искаженияߨ
ᇱܮᇱܭ) ≡  .(∗ܮ∗ܭ

Кроме того, прямой угол между ܮܭ и прямой ܽ также спроецируется на плоскость ߨଵ 
без искажения. 
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Рисунок 3.17 – Аксонометрическое изображение кратчайшего расстояния между 

скрещивающимися прямыми 
 

Если обе скрещивающиеся прямые являются прямыми общего положения, 
необходимо последовательной переменой плоскостей проекций преобразовать чертеж так, 
чтобы одна из прямых стала проецирующей. 

На рисунке 3.18 представлено решение задачи по определению кратчайшего 
расстояния между скрещивающимися прямыми ܣ)ܤܣᇱܤᇱ, ,ᇱܦᇱܥ)ܦܥ ᇱᇱ) иܤᇱᇱܣ  ᇱᇱ). Вܦᇱᇱܥ
соответствии с алгоритмом, подробно рассмотренным в разделе 3.3.2, прямая ܦܥ 
приведена в проецирующее положение. В этих же системах плоскостей проекций ଵܺ

గభ
గర

 и 

ܺଶ
గర
గఱ

 представлены и проекции прямой ܸܫܤܸܫܣ - ܤܣ	и	ܸܤܸܣ	 соответственно. 
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Рисунок 3.18 – Определение кратчайшего расстояния между скрещивающимися 

прямыми 
 

Построенный отрезок ܸܮܸܭ является горизонтальной проекцией отрезка ܮܭ, 
перпендикулярного прямым ܦܥ и ܮܭ) ܤܣ ⊥ ,ܦܥ ܮܭ ⊥  ܮܭ Поскольку отрезок .(ܤܣ
параллелен плоскости проекций ߨହ, то он проецируется на нее без искажения. 
Следовательно, ܸܮܸܭ ≡  является истинной величиной кратчайшего расстояния ∗ܮ∗ܭ
между заданными скрещивающимися прямыми. 
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3.3.5 Расстояние от точки до плоскости 
Расстоянием от точки до плоскости является длина перпендикуляра, опущенного из 

точки на данную плоскость. 
В разделе 6.2 части 1 данного учебного пособия отмечалось, что если прямая 

перпендикулярна плоскости, то проекции прямой перпендикулярны одноименным следам 
этой плоскости. 

В случае, если заданная плоскость является плоскостью частного положения (на 
рисунке 3.19 плоскость ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂

′′ ) – фронтально-проецирующая), кратчайшее расстояние 
сразу определяется длиной перпендикуляра ܣᇱᇱܭᇱᇱ, опущенного из точки ܣᇱᇱ на 
проецирующий след ݂ఈ

ᇱᇱ . Это вытекает из того, что отрезок ܭܣ параллелен фронтальной 
плоскости ߨଶ(ܭܣ ∥  ଶ). Следовательно, его горизонтальная проекция параллельна осиߨ
ᇱܭᇱܣ)ܱܺ ∥ ܱܺ), а фронтальная проекция является истинной длиной, т.е. ܣᇱᇱܭᇱᇱ ≡  .∗ܭ∗ܣ
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Рисунок 3.19 – Кратчайшее расстояние от точки до фронтально-проецирующей 

плоскости 
 

Если же заданная плоскость является плоскостью общего положения, то для решения 
задачи необходимо эту плоскость преобразовать в положение в положение проецирующей 
плоскости. 

На рисунке 3.20 представлено решение задачи по определению кратчайшего 
расстояния от точки ܣ)ܣᇱ, ′ߙℎ0)ߙ ᇱᇱ) до плоскости общего положенияܣ , ߙ0݂

′′ ). С этой целью, 

путем замены плоскости ߨଶ на новую фронтальную плоскость проекции ߨସ, плоскость ߙ 
преобразована во фронтально-проецирующую в системе ଵܺ

గభ
గర

. Ось ଵܺ проведена 

перпендикулярно горизонтальному следу плоскости 1ܺ)ߙ ⊥ ℎ0ߙ
′ ) (см.раздел 3.2): 
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Рисунок 3.20 – Определение кратчайшего расстояния от точки до плоскости общего 

положения 
 

В этой же системе ଵܺ
గభ
గర

, с учетом неизменности координаты ܼ, получена новая 

фронтальная проекция ܸܫܣ. Отрезок ܸܫܭܸܫܣ ⊥, ݂ఈ
ᇱᇱ  является истинной кратчайшего 

расстояния ܭ∗ܣ∗ от точки ܣ до плоскости ߙ. С учетом соблюдения проекционных связей 
в системах ଵܺ

గభ
గర

 и ܺ గమ
గభ

 получены проекции этого расстояния ܣᇱܭᇱ	и	ܣᇱᇱܭᇱᇱ соответственно. 

3.3.6 Расстояние от прямой до параллельной ей плоскости 
Расстояние от прямой до параллельной ей плоскости определяется длиной 

перпендикуляра, опущенного из произвольной точки этой прямой на заданную плоскость. 
Решение задачи по определению истинной длины перпендикуляра сводится к случаю, 

рассмотренному в предыдущем разделе 3.3.5, если заданную плоскость привести в 
проецирующие положение относительно вновь введенной плоскости проекций. 

На рисунке 3.21 представлена прямая ܣ)ܤܣᇱܤᇱ,  ᇱᇱ) и параллельна ей плоскостьܤᇱᇱܣ
′ߙℎ0)ߙ , ߙ0݂

′′ ). Их параллельность подтверждается тем, что ܤܣ ∥ ܰܯ ∈ ᇱܤᇱܣ)ߙ ∥
,ᇱܰᇱܯ ᇱᇱܤᇱᇱܣ ∥  (ᇱᇱܰᇱᇱܯ
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Рисунок 3.21 – Эпюр прямой, параллельной заданной плоскости. 

 

В соответствии с методикой, изложенной в разделе 3.2, преобразуем плоскость ߙ во 
фронтально-проецирующую, проведя ось ଵܺ ⊥ ℎఈᇱ  и построив в системе ଵܺ

గభ
గర

 новый 

фронтальный след ݂ఈ
ᇱᇱ  (рисунок 3.22). В этой же системе ଵܺ

గభ
గర

 представим новую 

фронтальную проекцию прямой ܸܫܤܸܫܣ. Построение проекции ܸܫܤܸܫܣ проводится с учетом 
неизменности координат ܼ и ܼ концов отрезка при перемене плоскостей проекций. 
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Рисунок 3.22 – Определение кратчайшего расстояния от прямой до параллельной ей 
плоскости 
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В проекции на плоскость ߨସ отрезок ܸܫܤܸܫܣ и новый фронтальный след ݂ఈ
 ,ܸܫ

параллельны друг другу (ܸܫܤܸܫܣ ∥ ݂ఈ
 опущенный из ,ܸܫܮܸܫܭ При этом перпендикуляр .(ܸܫ

произвольной точки ܸܫܭ ∈ на след ݂ఈ  ܸܫܤܸܫܣ
 ସ безߨ проецируется на плоскость ,ܸܫ

искажения, т.е. в истинную величину ܮ∗ܭ∗. 
При соблюдении проекционных связей относительно осей ଵܺ	и	ܺ получены проекции 

кратчайшего расстояния ܭᇱܮᇱ	и	ܭᇱᇱܮᇱᇱ с учетом того, что  ܭᇱܮᇱ ⊥ ℎఈᇱ  и ܭᇱᇱܮᇱᇱ ⊥ ݂ఈ
ᇱᇱ . 

3.3.7 Расстояние между двумя параллельными плоскостями 
Расстояние между двумя параллельными плоскостями определяется длиной 

перпендикуляра, опущенного из произвольной точки одной плоскости на другую. 
Если обе плоскости изначально занимали проецирующие положение относительно 

какой-либо плоскости проекций, то отрезок прямой, определяющий кратчайшее 
расстояние между параллельными плоскостями будет проецироваться на эту плоскость 
проекций без искажения перпендикулярно проецирующим следам.  

На рисунке 3.23 представлены проекции кратчайшего расстояния между двумя 
горизонтально-проецирующими плоскостями ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂

′′ ) и ߚ(ℎఉᇱ , ݂ఉ
ᇱᇱ ): 
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Рисунок 3.23 – Кратчайшее расстояние между двумя горизонтально проецирующими 

плоскостями 
 

Если изначально параллельные плоскости занимали общее положение, то для 
определения расстояния между ними целесообразно методом перемены плоскостей 
проекции перевести заданные плоскости в частное положение. 

На рисунке 3.24 показано определение кратчайшего расстояния между двумя 
параллельными плоскостями общего положения ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂

′′ ) и ߚ(ℎఉᇱ , ݂ఉ
ᇱᇱ ). 

Проведя ось ଵܺ перпендикулярно горизонтальным следам ℎఈᇱ 	и	ℎఉᇱ , плоскости 

преобразовывам в системе ଵܺ	ߚ	и	ߙ
గభ
గర

 во фронтально-проецирующие. Затем из 

произвольной  точки ܸܫܭ на следе ݂ఈ
на след ݂ఉ ܸܫܮܸܫܭ опускаем перпендикуляр ܸܫ

ܸܫ . Длина 
этого перпендикуляра и определяет кратчайшее расстояние между параллельными 
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плоскостями ߙ	и	ߚ. На плоскость ߨସ отрезок ܸܫܮܸܫܭ проецируется без искажения, т.е. 
ସܮସܭ ≡  .∗ܮ∗ܭ
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Рисунок 3.24 – Определение кратчайшего расстояния между параллельными 

плоскостями общего положения 
 

Поскольку кратчайшее расстояние между плоскостями можно определять, опуская 
перпендикуляр из любой точки одной плоскость на другую, то горизонтальная проекция 
 ,ᇱܭ ᇱ построена на произвольном расстоянии от оси ଵܺ параллельно ей из точкиܮᇱܭ
находящейся в проекционной связи с точкой ܸܫܭ в системе ଵܺ

గభ
గర

. 

Фронтальная проекция кратчайшего расстояния ܭᇱᇱܮᇱᇱ построена в проекционной 
связи с ܭᇱܮᇱ в системе ܺ గమ

గభ
 с учетом неизменности координат ܼ	и	ܼ концов отрезка 

 .ସߨ измеренных на плоскости ,ܸܫܮܸܫܭ
В случае, если плоскость общего положения задана не следами, а проекциями плоской 

фигуры, то для приведения ее в частное положение методом перемены плоскостей 
проекции при решении метрических задач, в заданной плоскости следует провести 
горизонталь или фронталь, соответствующие проекции которых определяют направление 
следов этой плоскости, а значит и положение новых координатных осей (см.раздел 3.2.2). 
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4 Определение истинных величин линейных углов 
При решении задач по определению истинных величин линейных углов 

рассматривать будем три основных случая: 

1 Определение угла между двумя прямыми 

2 Определение угла между прямой и плоскостью 

3 Определение угла между двумя плоскостями 

4.1 Определение угла между двумя прямыми 
Как известно, прямые в пространстве могут пересекаться или скрещиваться. 

Угол между двумя скрещивающимися прямыми измеряется линейным углом между 
двумя пересекающимися прямыми, параллельным этим скрещивающимися прямым. 
Поэтому будем рассматривать лишь определение величины плоского угла, образованного 
двумя пересекающимися прямыми. 

На плоскость проекций угол будет проецироваться без искажения, если обе стороны 
плоского угла параллельны плоскости проекций. Если хотя бы одна сторона плоского угла 
(острого, прямого или тупого) параллельна плоскости проекций, а другая не 
перпендикулярна ей, то проекцией угла на эту плоскость будет угол того же вида (острый, 
прямой или тупой). Если обе стороны плоского угла не параллельны плоскости проекций, 
то на эту плоскость заданный угол проецируется с искажением. 

Следовательно, для решения задачи по определению истинной величины плоского 
угла необходимо любым из способов преобразования ортогональных проекций, 
плоскость, которой принадлежит угол, расположить параллельно плоскости проекций. 

Рассмотрим пример определения величины плоского угла. 

Пример 4.1 Определить истинную величину плоского угла ܣ)ܥܤܣᇱܤᇱܥᇱ,  (ᇱᇱܥᇱᇱܤᇱᇱܣ
(рисунок 4.1): 
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Рисунок 4.1 – Условие к примеру 4.1 
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Представим решение задачи методом вращения вокруг линии уровня. В качестве оси 
вращения примем горизонталь ℎ(ℎᇱ, ℎᇱᇱ), проведенную через точку ܥ)ܥᇱ,  ᇱᇱ) иܥ
принадлежащую плоскости угла ܣ)ܥܤܣᇱܤᇱܥᇱ,  ᇱᇱ). Вращение будем осуществлять доܥᇱᇱܤᇱᇱܣ
тех пор, пока угол 1ܥܤ не займет положение, параллельное плоскости проекций 
 :ଵ(см.раздел 2.2)ߨ
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Рисунок 4.2 – Определение истинной величины угла между прямыми методом 
вращения 

Точки 1	и	ܥ расположены на оси вращения, поэтому при вращении своего положения 
не изменяют (1ᇱ ≡ 1∗, ᇱܥ ≡  .(∗ܥ

Точка ܤ перемещается в пространстве по дуге окружности, плоскость которой 
перпендикулярна оси вращения (ܱᇱܤᇱ ⊥ ℎᇱ). Истинная величина радиуса ܴ∗ = ܱᇱܤ 
определена методом построения прямоугольного треугольника ܱᇱܤᇱܤ. Перенося 
значение этого радиуса на горизонтальную проекцию траектории перемещения точки ܤ, 
получим угол 1∗ܥ∗ܤ∗, равный истинной величины плоского угла между пересекающимися 
прямыми ܤܣ и ܥܤ. 
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Эту же задачу можно решить и методом перемены плоскостей (рисунок 4.3): 
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Рисунок 4.3 – Определение истинной величины угла между прямыми методом 
перемены плоскостей проекций 

Задача решается двойной последовательной переменой плоскостей проекции. При 
первой перемене плоскость угла 	ܥܤܣ преобразуют в проецирующую. С этой целью 
новую фронтальную плоскость проекций ߨସ располагают перпендикулярно горизонтали 
ℎ(ℎᇱ, ℎᇱᇱ), построенной в плоскости угла ߨ) ܥܤܣସ ⊥ ℎ). Проведя ось ଵܺ ⊥ ℎᇱ, с учетом 
неизменности координаты ܼ, точек ܣ, ,ܤ получим в системе ଵܺ ,ܥ

గభ
గర

 новую фронтальную 

проекцию угла в виде отрезка линии ܸܫܤܸܫܣ. Второй переменой новую горизонтальную 
плоскость ߨହ расположим параллельно плоскости угла ܥܤܣ. Для этого проведем ось 
ܺଶ ∥ В этом случае в системе ܺଶ .ܸܫܤܸܫܣ

గర
గఱ

 с учетом неизменности координаты ܻ точек 
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,ܣ ଵ в системе ଵܺߨ измеренных на плоскости ,ܥ	и	ܤ
గభ
గర

, получим новую горизонтальную 

проекцию угла ܸܥܸܤܸܣ, равную его истинной величине (ܸܥܸܤܸܣ ≡  .(∗ܥ∗ܤ∗ܣ

4.2 Определение угла между прямой и плоскостью 
Углом ߮ между прямой и плоскостью называется угол между этой прямой и ее 
ортогональной проекцией на эту плоскость (рисунок 4.4): 

α
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φ
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Рисунок 4.4 – Угол между прямой и плоскостью 

На практике значительно проще определять не угол ߮ между прямой и плоскостью, а 
угол ߛ между прямой и перпендикуляром, опущенным из произвольной точки ܤ этой 
прямой на заданную плоскость. Тогда, с учетом суммы углов в прямоугольном 
треугольнике, искомый угол ߮ = 90 −  .ߛ

В этом случае алгоритм определения угла между прямой и плоскостью выглядит 
следующим образом: 

- из произвольной точки на прямой опустить перпендикуляр на заданную плоскость; 

- определить угол ߛ между пересекающимися прямыми заданной прямой и 
перпендикуляром к плоскости; 

- определить искомый угол ߮ между заданной прямой и плоскостью как разность 
вида ߮ = 90 −  .ߛ

Рассмотрим применение данного алгоритма на примере. 

Пример 4.2 Определить угол ߮ между прямой ܣ)ܤܣᇱܤᇱ,  ᇱᇱ) и плоскостьюܤᇱᇱܣ
′ߙℎ0)ߙ , ߙ0݂

′′ ) (рисунок 4.5): 
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Рисунок 4.5 – Задание к примеру по определению угла между прямой и плоскостью ߙ 

В соответствии с описанным алгоритмом опустим из точки ܤ)ܤᇱ,  ܤܣ ᇱᇱ) прямойܤ
перпендикуляр на плоскость ߙ (рисунок 4.6) т.е. строим ܤᇱܭᇱ ⊥ ℎ0ߙ

′  и ܤᇱᇱܭᇱᇱ
݂ఈ
ᇱᇱ  (точка 

,ᇱܭ)ܭ  .(ᇱᇱ) на перпендикуляре взята произвольноܭ

Угол ܭܤܣ является углом ߛ между прямой ܤܣ и перпендикуляром ܭܤ к плоскости ߙ. 
Его величину определим методом перемены плоскостей проекции (либо любым другим 
способом). С этой целью в плоскости угла ܭܤܣ проведем горизонталь ܣ)1ܣᇱ1ᇱ,  .(ᇱᇱ1ᇱᇱܣ

Первой переменой, проведя ଵܺ ⊥  в ܭܤܣ ᇱ1ᇱ преобразуем плоскость углаܣ
проецирующую в системе ଵܺ

గభ
గర

. В результате на плоскости ߨସ проекция угла выглядит в 

виде отрезка ܸܫܭܸܫܤ. 

Второй переменой расположим плоскость проекций ߨହ параллельно плоскости угла 
ଶܺ)ܸܫܭܸܫܤ С этой целью новую ось ܺଶ проведем параллельно отрезку .ܭܤܣ ∥  В .(ܸܫܭܸܫܤ
системе ܺଶ

గర
గఱ

 угол ߛ ≡  ହ в истинную величинуߨ будет проецироваться на плоскость ܭܤܣ

ܸܭܸܤܸܣ∠) ≡  .(∗ܭ∗ܤ∗ܣ∠

Искомый угол ߮ является добавочным к углу ߛ ≡ ߮ ,90°	до	∗ܭ∗ܤ∗ܣ = 90° −  .ߛ
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Рисунок 4.6 – Определение угла между прямой и плоскостью, заданной следами 

Если плоскость задана плоской фигурой, например, треугольником, то для 
нахождения угла между прямой ܯ)ܰܯᇱܰᇱ,  ᇱᇱܰᇱᇱ) и плоскостью треугольникаܯ
,ᇱܥᇱܤᇱܣ)ܥܤܣ  ᇱᇱ) (рисунок 4.7) необходимо в плоскости треугольника построитьܥᇱᇱܤᇱᇱܣ
фронталь ݂(݂ᇱ, ݂ᇱᇱ) и горизонталь ℎ(ℎᇱ, ℎᇱᇱ), которые определяют направление следов этой 
плоскости (напомним, ℎ∆ᇱ ∥ ℎఈᇱ , ∆݂

ᇱᇱ ∥, ݂ఈ
ᇱᇱ ). 

В этом случае проекциями перпендикуляра, опущенного из точки ܯ(ܯᇱ,ܯᇱᇱ) на 
плоскость треугольника будут ܯᇱܭᇱ ⊥ ℎᇱ	и	ܯᇱᇱܭᇱᇱ ⊥ ݂ᇱᇱ. 

Алгоритм поиска истинной величины плоского угла ߛ ≡  между заданной ܭܰܯ
прямой и перпендикуляром к плоскости и, соответственно, нахождение угла ߮ = 90 −  ߛ
между прямой и плоскостью остается аналогичным, описанному выше (на рисунке 4.7 – 
не рассматривается). 
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Рисунок 4.7 – Определение угла между прямой и плоскостью, заданной плоской 
фигурой 

4.3 Определение угла между двумя плоскостями 
Угол, образованный двумя пересекающимися плоскостями ߙ	и	ߚ (рисунок 4.8) 

называется двугранными. Его мерой служит плоский угол ߮, полученный при 
пересечении двугранного угла плоскостью ߜ, перпендикулярной ребру ܰܯ двугранного 
угла. На практике проще определять не плоский угол ߮, а угол ߛ, образованный двумя 
перпендикулярами ܥܤ	и	ܦܤ, опущенными из произвольной точки пространства ܤ на 
плоскость ߙ	и	ߚ, являющиеся гранями плоского угла ߮. 

Нетрудно заметить, что между углами ߮	и	ߛ справедливо соотношение вида ߮ =
180 −  .(рисунок 4.8) ߛ
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Рисунок 4.8 – Двугранный угол между плоскостями 

Исходя из этого, алгоритм определения угла между пересекающимися плоскостями 
может быть представлен в виде: 

- из произвольной точки пространства опустить перпендикуляры на заданные 
плоскости; 

- определить полученный угол ߛ между этими перпендикулярами; 

- определить искомый угол ߮ как разность вида ߮ = 180 −  ߛ

Поскольку мерой угла между плоскостями принято считать острый угол, то этим 
соотношением нужно пользоваться только тогда, когда дополнительный угол -тупой 
ߛ) > 90°) (рисунок 4.9а). Если же дополнительный угол -острый (ߛ < 90°), то он 
непосредственно равен искомому углу (рисунок 4.9б): 
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Рисунок 4.9 – Обозначение угла между плоскостями 
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Рассмотрим использование описанного алгоритма определения угла между 
плоскостями на примере. 

Пример 4.3 Определить истинную величину угла между плоскостями ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂
′′ ) и 

ℎఉᇱ)ߚ , ݂ఉ
ᇱᇱ ) (рисунок 4.10): 
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Рисунок 4.10 – Определение истинной величины угла между плоскостями 

Решение задачи представим в виде следующей последовательности действий: 

1 Из произвольной точки пространства ܤ)ܤᇱ,  ᇱᇱ) опускаем перпендикуляры наܤ
плоскости ߙ	и	ߚ, т.е. строим ܤᇱܥᇱ ⊥ ℎఈᇱ , ᇱᇱܥᇱᇱܤ ⊥, ݂ఈ

ᇱᇱ  и ܤᇱܦᇱ ⊥ ℎఉᇱ , ᇱᇱܦᇱᇱܤ ⊥ ݂ఉ
ᇱᇱ . 

2 Для определения истинной величины ∠ܥ) ܦܤܥᇱܤᇱܦᇱ,  ᇱᇱ) методомܦᇱᇱܤᇱᇱܥ
вращения проводим в плоскости этого угла горизонталь ℎ(ℎᇱᇱ ≡ 1ᇱᇱܦᇱᇱ ∥
ܱܺ, 	ℎᇱ ≡ 1ᇱܦᇱ) (рисунок 2.2). 
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3 Строим ܤᇱܱᇱ ⊥ ℎᇱ, т.к. вращение точки ܤ проходит в плоскости, 
перпендикулярной горизонтали. 

4 Методом прямоугольного треугольника определяем истинную величину 
радиуса вращения ܴ∗ точки ܤ и переносим ее на продолжение перпендикуляра 
ܱᇱܤᇱ. Получаем точку ܤ∗. 

5 С учетом неизменности положения точек 1(1ᇱ, 1ᇱᇱ) и ܦ)ܦᇱ,  ᇱᇱ), находящихсяܦ
на оси вращения, получаем истинную величину ∠1∗ܦ∗ܤ∗. Поскольку в данной 
задаче ∠1∗ܦ∗ܤ∗ < 90°, то принимаем его в качестве искомого угла ߮ между 
плоскостями ߙ	и	ߚ. 

В случае, если гранями двугранного угла являются проецирующие плоскости, то угол 
между ними определяется плоским углом между проецирующими следами этих 
плоскостей. 

На рисунке 4.11 изображены две горизонтально проецирующие плоскости ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂
′′ ) 

и ߚ(ℎఉᇱ , ݂ఉ
ᇱᇱ ) и отмечен угол между ними, как угол ߮ между проецирующими следами ℎఈᇱ  

и ℎఉᇱ . 
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Рисунок 4.11 – Угол между горизонтально-проецирующими плоскостями 

Это свойство проецирующих плоскостей целесообразно использовать для определения 
угла между плоскостями занимающими произвольное положение в пространстве. Для 
этого необходимо, используя методы перемены плоскостей проекции, преобразовать обе 
плоскости в проецирующие. 

Рассмотрим это на примере определения истинной величины угла между двумя 
плоскостями общего положения методом ППП. 

Пример 4.4 Определить истинную величину угла между плоскостями общего 
положения ߙ(ℎ0ߙ′ , ߙ0݂

′′ ) и ߚ(ℎఉᇱ , ݂ఉ
ᇱᇱ ) (рисунок 4.12): 
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Рисунок 4.12 – Определение угла между плоскостями методом перемены плоскостей 
проекций 

Последовательность действий при решении задачи выглядит следующим образом: 

1 С учетом того, что линия пересечения плоскостей проходит через точки 
пересечения их одноименных следов, строим проекции этой линии 
 .ᇱᇱܰᇱᇱܯ	ᇱܰᇱиܯ

2 Вводим новую фронтальную плоскость проекции ߨସ, расположив ее 
параллельно линии пересечения плоскостей ߙ	и	ߚ. С этой целью ось ଵܺ  
проводим параллельно ܯᇱܰᇱ( ଵܺ ∥  .(ᇱܰᇱܯ

В системе ଵܺ
గభ
గర

 линия ܯᇱܰᇱ является горизонтальной проекцией фронтали. 

Фронтальную проекцию фронтали ܸܫܸܰܫܯ строим с учетом неизменности координат 
ܼெ	и	ܼே, взятых в системе ܺ గమ

గభ
. 

3 Отмечаем новые точки схода следов плоскостей ߙ	и	ߚ на оси ଵܺ: ଵܺఈ = ℎఈᇱ ∩
ଵܺ, ଵܺఉ = ℎఉᇱ ∩ ଵܺ. 

4 Через точки ଵܺఈ и ଵܺఉ  строим  новые фронтальные следы плоскостей: ݂ఈܸܫ ∥ ݂ఉ
ܸܫ ∥

поскольку в системе ଵܺ ,ܸܫܸܰܫܯ
గభ
గర

 линией пересечения плоскостей является 

общая фронталь (см.часть1, раздел 7.3). 
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5 Для преобразования плоскостей ߙ	и	ߚ в горизонтально-проецирующие 
относительно плоскости проекций ߨହ, проводим ось ܺଶ перпендикулярно 
полученным ранее новым фронтальным следам ݂ఈ

ܸܫ 	и	 ݂ఉܸܫ (ܺଶ ⊥ ݂ఈ
ܸܫ 	и	 ݂ఉܸܫ). 

6 В точках пересечения фронтальных следов ݂ఈ
	и	ܸܫ ݂ఉܸܫ  с осью ܺଶ, отмечаем точки 

схода следов в системе ܺଶ
గర
గఱ

: ܺଶఈ = ݂ఈ
ܸܫ ∩ ܺଶ, ܺଶఉ = ݂ఉ

ܸܫ ∩ ܺଶ. 

7 В системе ܺଶ
గర
గఱ

 строим новую горизонтальную проекцию линии пересечения 

плоскостей ߙ	и	ߚ. С учетом неизменности координат ெܻ = ேܻ, измеренных в 
системе ଵܺ

గభ
గర

, эта проекция вырождается в точку ܸܯ ≡ ܸܰ. 

8 Через точки схода следов ܺଶఈ и ܺଶఉ  и точку ܸܯ ≡ ܸܰ проводим новые 
горизонтальные следы ℎఈܸ  и ℎఉܸ . 

9 Поскольку эти следы являются проецирующими относительно плоскости ߨହ, то 
и угол ߮ между этими следами является истинной величиной угла между 
заданными плоскостями ߙ	и	ߚ. 
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